Tema 12. Forma canonica de Jordan

Capitulo 6

Autovalores y autovectores.
Forma candnica de Jordan

Introduccion

Las matrices asociadas a un endomorfismo de un espacio vectorial en distintas bases
son semejantes. Se pretende buscar una base del espacio vectorial en la cual la matriz que
represente el endomorfismo sea lo més sencilla posible. Dicha matriz se denomina forma
canédnica de Jordan.

1. Autovalores y autovectores

1.1. Definicién. Matrices semejantes

Dos matrices cuadradas A y B de orden n son semejantes si existe una matriz P regular
tal que B = P-'AP.
NOTA: La matriz P se denomina matriz de paso.

1.2. Propiedades de las matrices semejantes

a) Si Ay B son semejantes |A| = | B|.

b) Si A y B son semejantes, entonces A™ y B™ son semejantes.

¢) Si A es semejantea A y B a B* con la misma matriz de paso P, entonces A + uB
es semejante a AA® + uB".

d) En general, si B= P~'AP y f(A) es un polinomio en A, entonces f(B) = P~ f(A)P.

e) Las matrices asociadas en distintas bases a un endomorfismo f: E, — E, son seme-
jantes.

1.3. Definicién. Autovalores y autovectores de un endomorfismo

Dado A € K, donde K serd IR 6 €, diremos que ) es un autovalor, o valor propio, de
fsidueE,, conu#0tal que f(u) = Mu. Entonces, u es un vector propio, o autovector,
asociado al autovalor .

1.4. Definicién. Polinomio caracteristico y espectro de una matriz

Dada una matriz cuadrada A, llamamos polinomio caracteristico asociado a A al poli-
nomio P(A) = |A — A|.

A la ecuacion |A — AI| = 0 se la denomina ecuacién caracteristica y sus soluciones son
los autovalores de A. Al conjunto de autovalores de A se le denomina “espectro” de A.

Si A es una raiz de P(A) de multiplicidad r, diremos que A es un autovalor de A de
multiplicidad r.

(O BSERVACIONES:
1) Si Ay, Az, As, .., A, son los autovalores de A se tiene

TrA=Y X y 1A= [ M =M
=1

f=]
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1.5. Definicién. Subespacio invariante asociado a un autovalor

Dado un autovalor A de A, el conjunto de todos los autovectores o vectores propios aso-

ciados a A es un subespacio vectorial llamado subespacio propio o invariante que notaremos
Nix o Ny

Niu=ker(A- M) ={u€E, [ Au= lu}
NoTAS:
1) Si A tiene multiplicidad r, entonces dim Ny < r.

1.6. Propiedades de los autovalores y autovectores de matrices relacionadas con
una dada
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces
a) Ay A tienen los mismos autovalores.
b) Si A es autovalor de A, kX es autovalor de kA.
¢) Si A es autovalor de A, A — k es autovalor de A — kJ.

d) Si A es autovalor de A y A es regular, -;— es autovalor de A"

e) Si B y A son semejantes, tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto, los
mismos autovalores,

f) Si A es autovalor de A, A" es autovalor de A",

g) A=0esautovalorde A <=+ kerA # {0} y se tiene que Nyo = ker A.

h) Si {u1,uz,...,u.} es un sistema de vectores propios no nulos asociados a autovalores
distintos, es libre. Ademas, si u es autovector de A asociado a A, entonces

1) u es vector propio de kA asociado al autovalor kA.
2) u es vector propio de A — k[ asociado al autovalor A — k.
3) u es vector propio de A~' asociado al autovalor -l-

4) u es vector propio de A" asociado al autovalor A",

1.7. Definicién. Matrices estrictamente diagonalizables

Una matriz cuadrada A es estrictamente diagonalizable o simplemente diagonalizable
si es semejante a una matriz diagonal J, es decir, si existe una matriz regular P, llamada
matriz de paso, tal que J = P~'AP.

NOTA: Una matriz A es diagonalizable si es posible encontrar una base de vectores propios
para el endomorfismo [ de matriz asociada A.

En este caso, las columnas de la matriz de paso P son, precisamente, las coordenadas de
los autovectores,

1.8. Teorema.

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable es

que la multiplicidad de cada autovalor A sea igual a la dimensidn del subespacio propio
o invariante asociado a A. Nu.

1.9. Célculo de J y P asociadas a una matriz diagonalizable

Sea A una matriz de orden n diagonalizable. Supongamos que sus autovalores son A,
A2y +.uy A, de multiplicidades ry, 73, ..., 7, con ry + r3 + -+ r, = n. Si consideramos una
base de cada subespacio Ny, Bw,,, = {u}, ..., u} }, se tiene que

i 1 1 £} (]
B = {0 UrseeeoMgioess

' ¥r,
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es una base de E, formada por vectores propios, en la cual la matriz del endomorfismo es

& )

)
A
A
.m)
\ AJ

Ademas J = P~'AP donde P es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los
vectores propios que forman la base B.

1.10. Teorema de Cayley-Hamilton

Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K, algebraicamente cerrado, es raiz de su
polinomio caracteristico. Es decir, P(A) = Opxn.

2. Forma canénica de Jordan

Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K, algebraicamente cerrado, es semejante a
una matriz J diagonal por cajas, denominada forma canénica de Jordan asociada a A. Es
decir, J = P~ AP con P regular. P se denomina matriz de paso.

i A

I Ja - 1 ' 6 Ji=(%)

2.1, Caélculo de las matrices J y P

En la diagonal de J aparecen los autovalores de A repetidos tantas veces como su mul-
tiplicidad.

Si A es diagonalizable, es decir, existe una base de vectores propios, entonces J es
diagonal.

Si A no es diagonalizable, entonces J tiene en la diagonal secundaria tantos unos como
vectores no propios se necesitan en la construccién de una base de E,.

2.2. Cilculo de las cajas

Se realizard para cada autovalor A.
Sea A un autovalor de multiplicidad r. Entonces puede ocurrir

a) dim Ny, = r, entonces existen r vectores propios asociados a A, uy, ua,..., U, que
constituyen una base de Ny, y la matriz asociada en dicha base es

A
Jri= 2
A

NoOTA: En este caso hay r cajas 1 x 1 asociadas al autovalor A,

b) dim N,y = s < r. Entonces habri s cajas asociadas a A.
Se denota

Nix = ker(A = M) = {u € E, [ (A= A\)"u =0}

y calculamos la cadena de subespacios

Niya C Nax C+++ € Npyp € Nia
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deteniendo el proceso en el paso k si Ny, = Niyga, 1o que sucederd si dim Ny, es igual
que la multiplicidad de A,

Consideramos Hy, el subespacio suplementario de Ni_ps en Ny, que notaremos
Nia/Ni-10 6 Ny = Neoy s

Sea By,, /v,y = {u',...,uP} una base de Ny, /Ni_ . Para cada vector tenemos
una caja asociada, que se construye asi

u' e N*A;N}_hj“ li.i = {A - J,,j’lul € Ng_]_;,,. - ,'ul_, = II:A - }I.f]ﬂ::_-z € N

v la caja asociada a {u',ul,... ul_,}es
A
1 A
K)
1 A
De la misma forma se calculan las cajas para u®, ..., uf.

Después ampliamos, si es posible, {u], ..., ul} a una base de Ng_y 1 /Ne_ga,

BI“'&_:.LIM_:.; = {ult'! e 1“';1‘1 "THH nay “E}

y se aplica el procedimiento anterior a los vectores u)™', ..., ul. Andlogamente, se procede
con una base ampliada de Ny_5 3 /Ni_34, realizando este proceso hasta conseguir una base
ampliada de Ngy [V,

5i el miimero h de cajas asi obtenido es menor que 5 = dim Ny, estas cajas se completan
con 5 — h eajas de orden 1. Los vectores asociados a estas cajas deben ser vectores propios,
es decir de Ny, linealmente independientes con los va obtenidos.

2.4. Potencias de una matriz. Exponencial de una matriz

Siendo A una matriz cuadrada de orden n con elementos reales vy J su forma candnica
de Jordan se tiene A" = PJAP-! he N y e* = Pe! P~\. Por tanto el cleulo de potencias
y exponenciales de matrices se reduce a efectuar dichos cdleulos en formas candnicas de
Jordan, lo que se hard por cajas.

a) Matriz estrictamente diagonalizable.
Ay

: Az
SiJ= " entonees
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b) Matriz no estrictamente diagonalizable.

SiJ= entonces
IR x
As
1 ¢ 2 ;
Sean J; = 1 yN= 3 con J, N € M, ...
e 1 0
1 XN

Entonces J; = A\J + N y por tanto J* = (A + N)* que se calcula utilizando el
desarrollo del binomio de Newton y teniendo en cuenta que N es una matriz nilpotente

(en este caso N™ = Q).

[ 1 \
1
M 1
1 1
T 1 .
& = ek
1 1 l i
(ri—2)! (ri = 3)! 1!
1 1 1 l )
k(f.‘ -1)! (r—=2)! (ri-3)! 1! )
A? AR
=T +A+ =+ ==
n ! : .
. PJnp-
=P’P“‘~1—F'J‘F’"'+p"jlﬂpI vos o = T

= P(I+J+J—?+w+"’—+=-a) Pl=Pe P,
2 n!
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¢) Célculo de la matriz e,
Se verifica que e = Pe’' P!,

De modo andlogo a los apartados anteriores e’ =

Ai
SiJi= 1 . € M, .., se tiene
- l. N
(1 \
t
I 1
t? t
7 ‘
eIt = Mt
tr,-—! tr,-3 “ t i
(ri=2)! (ri-3)! 1!
tr,—l A -2 AL -3 t :
\(ri = 1)! (r=2)! (r;i-3)! 1! ]
PROBLEMAS RESUELTOS

s 1
3. Sea A una matriz ortogonal. Probar que si A es un autovalor de A también lo es T

SOLUCION:
Si A es autovalor de A entonces 1/A es autovalor de A~'. Al ser A ortogonal A™' = 4’

En consecuencia, 1/A es autovalor de A". Pero como una matriz y su traspuesta tienen los
mismos autovalores, 1/ serd autovalor de (A')' = A.

L ]
4. Se considera la matriz

1 -4 -1 -4

2 0 5 -4

e -1 1-2 3
-1 4-1 6

Sabiendo que 2 es un autovalor de A, hallar todos los autovalores de A.

SOLUCION:
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La suma de todas las filas de A es 1, por tanto 1 es un autovalor de A (véase el problema
resuelto 2).

Los autovalores de A serdn entonces Ay, Ay, 1y 2.

Se tieneque TrA=140~246=25.

|A| = 2, dejando su comprobacién al lector.

Teniendo en cuenta la observacién de la definicién 1.4 se verifica

AM+X+1+2=05, dedonde A\; + Ay =2
t\|'/\2']'2=2, dedODdEI\l’/\g’—‘-l.

Entonces A; y A; son las soluciones de la ecuacion de segundo grado A* — 2A+ 1, es decir
/\1 = l, /\.2 =],

Luego A tiene el autovalor 1, que es triple y el autovalor 2, que es simple.

5. ;Son semejantes las matrices

_— N

B = SO

(IR

- o
~

SOLUCION:

TrA=142+4+4+4+4=11.TrB=143+0+4=8.

Si fuesen semejantes tendrian el mismo polinomio caracteristico y, por tanto, los mismos
autovalores. En consecuencia, la suma de todos los autovalores (que es la traza) deberia ser
idéntica. Como Tr A # Tr B, las matrices no son semejantes.

6. Calcular los autovalores y subespacios invariantes asociados a las matrices

120 50 —4
i)A:(-lsn) i)B=[03 o0
011 20 -1
SOLUCION:
i)
PA)=|-1 3=2 1 [=(1=2)23=A)+(1-2))

=(1=2(1=NB =N +1)=(1-A)(3—4) +4)
=(1=-0(A-2)y

Los autovalores son A = 1 simple y A = 2 doble.
a) El subespacio asociado a A = 1, N}, = ker{A — [) es

(328)(5)-(¢)
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de donde
22, =10 o0
A =214+ 224 13=0 = e

luego, Ny, = L{(1,0,1)}.
b) El subespacio asociado a A = 2, Ny; = ker(A —2/) es

41 2)E)

—I‘+212=0 =
{ —n 2 42=0 Ma=L{(%2,1)}

5-A2 0 -4 ’
0 3-2 0 i _;f'\‘
2 0 =1-2A
(B=A)((5-=A)(=1=2)+8)=(3—-A)(N\? =41 +3)
(B-N*1-2A)
Autovalores A = 1 simple y A = 3 doble. _
a) El subespacio asociado a A = 1, Ny; = ker(B — I) es

4 0 -4 Iy 0
02 0 T, | =0
2 0 =2 Ty 0

{41.-43;:0 = {z;=1:3=p

P(A) = |B - M| = = (3=

2122:0 I'):o

luego Ny = L{(1,0,1)}.
b) El subespacio asociado a A = 3, Ny3 = ker(B — 31) es

2 0 -4 I 0

00 0 Z; | =10

2 0 -4 I3 0
de donde una ecuacién implicita de Ny; es-zy — 213 = 0.

Por tanto Ny3 = L{(2,0,1),(0,1,0)}

10. Estudiar para qué valores de t reales la matriz A es “diagonalizable en el campo real”, siendo

¥
A=(£+E- t—lﬂ)
1 i+

SOLUCION:

t+3-2 t2-10

= 25 5 2 -2
: ¢+1-,\|"+“ 2t - A+ A7 43410

Es decir, |[A — AI| = A? = 2(t + 2)A + 4t + 13. Sus raices son

= 2(t + 2) £ 4t +2)? = 4(4t + 13)

) =t+2+V12-9

Entonces

i) Si 2 -9 < 0, es decir, t € (~3,3), ]a matriz no es diagonalizable en el campo real, ya
que los autovalores son niimeros complejos.

i) Sit?~9>0 <= t€ (~00,-3)U(3,00), la matriz A tiene dos autovalores reales
distintos, luego es diagonalizable.
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iii) Si t? — 9 = 0, entonces ¢ = %3 y la matriz tiene un autovalor doble.
a) t=3 =5 A=35doble
1 =1

dimN,5=2—rang(l _1)=2-l=1

que es distinto de la multiplicidad del autovalor. Por tanto, A no es diagonalizable
50

(J seria ( 15 ).

b) t=-3 =% A=-1doble

1 =1

. _1)=2—1=1

dile'_l =2-rang(

que no coincide con la multiplicidad del autovalor. Por tanto, A no es diagona-

lizable (J vexia ( ': _2 ).

11. De una matriz A se sabe que el conjunto de sus autovalores (espectro de la matriz) es
{1,-1,6}. Ademds se tiene
- dim Ny =dimNy = 1.
-dimN; ;=1
- dim~2'_1 =2
- dimN;‘_l = dim Nq'_| =3:
- dim Nig = dim Ngg = 1.
;Cudl es la forma candnica de Jordan de A7

SOLUCION:
A = 1 es autovalor simple, y (1) es su caja asociada.
A = —1 es autovalor triple; Ny _; C Na—y C N3y = Ny-1; su caja asociada tiene

tantos unos por debajo de la diagonal principal como vectores no propios, es decir, que sera
dim N3y —dim N, -y = 3 — 1 = 2; por tanto, su caja asociada es

-1 0 0
I =1 0
0 1 -1

A = 6 es autovalor simple, su caja es (6).

Entonces
I{f 0 0 00
0j-1 0 0]0
J=|0| 1 -1 0}]0
0f 0 1 -1]0
0of 0 0 0}6

12. Se considera la matriz

1

1 1 -1 =1
1 =1 | |
1 -1 -1 |
Se pide

i) Probar que es diagonalizable y determinar una matriz P que permita la diagonalizacién,
calculando la forma candnica de Jordan de A.
ii) Diagonalizar A* y A~'.

SOLUCION:

i) Calculamos los autovalores de A
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1-2 1 1 1 2-22-)2 0 0

I B D W U B O [ T = WS S N
A==l A ks ==l e gEnasds
1 =1 =1 1=) [2-2 o 0 2-)
1 ¥ 0 0 L0 G @ o
T LI P N B | B | B S B | 3 5.
== o7 1 =@l o 1 =@ -01 (1) -ln-
1 0 0 1 I -1 0 1
-2 =2 -l
=(2=-20 0 =1{=2=-A}=2=-2)==(2=-2)°(1+2)
-1 1 1

Los autovalores son A = —2 simple y A = 2 triple.

dim Ny; =4 — rang

que es la multiplicidad del autovalor 2.
Entonces A es diagonalizable siendo una posible forma canonica de Jordan J

200 0
fo20 o
=1o02 o

000 -2

Calculemos una base de vectores propios y tendremos asi una matriz de paso P.
a) Subespacio Ny;. Calculamos ker(A — 2/)

-1 1 1 1 T
1 =1 =1 =1 Iy
1
1

= LY =) s
i} >a] T4

(=2 — I —

a+ B+
a

8

Iy =7

Una base de Ny; puede ser By,, = {(1,1.0.0), (1,0.1,0), (1.0.0,1)}.
b) Subespacio N; -2

N
~
I unn

= —n+n+ntrn=0 <+

(D PO, z,
3 -1 -1 z3
-1 3 -1 I3
-1 -1 3 Iy

> I +3r =23 —24=0
21—114’313—14:0

—— e O3

3r.+z;+23+x|=0}

[— IR — I — I ]

Unas ecuaciones paramétricas de N, _; pueden ser
T ==, Iy=Ty=2s= A

Por tanto, la base de Ny _, = By, _, = {(—-1,1,1,1)}.
Una matriz de paso puede ser

P=

L R e B
O -0 -
— O -
—— —
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ii) Si u es un autovector de A asociado al autovalor A, u es también autovector de A™
asociado al autovalor A". Por tanto,

A =pPPpi=pP P

[— B -
-—o oo

cCoOoO e
L=

Ademds, si A es autovalor de multiplicidad r de la matriz regular A, entonces % es

autovalor de A~' de multiplicidad r.
Como A = PJP ! entonces A~' = PJ"'P~! y por ser J diagonal se tiene que

i 0 o 0
0 1/2 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 -1/2

I =

13. Calcular las posibles formas candnicas de Jordan de la matriz

10 4 13
A= 5 3 7
-9 -4 =12

y sus respectivas matrices de paso.

SOLUCION:
Calculamos primero los autovalores de A
10-2 4 13 1-2 0 1-A
=dlm] 8 $-20 ¥ l=| B 8-k T |=
-9 -4 =12-A -9 -4 =12-A
1 0 0
=(1-M|[5 3-2 2 =(1-,\)|3_‘4’\ _32_A1=—(|—A)’(A+l)
-9 -4 =3-2

luego los autovalores de A son A = 1 doble y A = ~1 simple.
Veamos la dimension que tiene el subespacio invariante asociado a A = 1, Ny, = ker(d - J).
Para ello calculamos el rango de (A - I).

9 4 13
rang(A—I)=rang( 5 2 7)=2
-9 —4 -13
por tanto, dimVy; =3 — 2 = 1 # 2, al no coincidir con la multiplicidad del autovalor 1, la
forma canénica de Jordan asociada a A no es diagonal.
Para el subespacio Ny, = ker(A — 1) se tiene

9 4 13 P 0
5 2 7][y]=[0] = {9;’*"5*‘3’?3 =
N =9 i =131 \a 0 R Rl

’-

N o N
o n
i S0

por tanto, Nll = L{“v ls‘l)}'
Calculamos Ny; = ker(A - I)?

-16 -8 -2
(A-IP=| -8 -4 -12
16 & 24
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como rang(A — I)? =1 =5 dim Ny = 3 =1 = 2, por tanto, la cadena se estaciona en Ny;.
Ni C Nay = Ny

-16 -8 -24 z 0 z=1
-8 —4 -12 yl=10 = +ty+3:=0 < y=-2t-3s
16 8 24 z 0 z=3s

esto es Ny = L{(1,-2,0),(0,-3,1)}.
Sea u; € Ny — Nyy, por ejemplo, uy = (1, -2,0).

9 4 13 | 1
u3=(A—I)u,=( 5 2 7)(-‘.’):( l); u; € Ny
-9 —4 -13 0 -1

Debemos escoger us € Ny _; = ker(A 4+ I). Resolvemos entonces

11 4 13 z 0 r=—p
Hr+4y 413z =
5 4 T |lyl=1|0 ¢=>{ S P = (y=-uf2
(-9 -1 —ll)(z) (o) i {z:
luego Ny_y = L{(~1,-1/2,1)}. Entonces, un posible vector us es us = (—=1,-1/2,1).
Teniendo en cuenta que

Auy = (A= DNuy +uy = 1y + 1y
Au; = Uy
Au;; = —u3

se tienen los siguientes casos

i) En By = {u;,us,u3} la matriz de Jordan asociada a A es J;.

1 0f 0 1 1 -1
h=P"AP,b=|1 1] 0| con P=| -2 1 -1/2
0 0]-1 0 -1 1

i) En B; = {us, uy, u3}

-1{0 0 -1 1 1
o= P APy = 0f1 0| con ,=| -1/2 =2 1
0|1 1 1 0 -1
lii) En By = {uh ulv“3}
11| 0 1 1 -
Ji=P'AP,=| 0 1| 0| con P3= 1 -2 -1/2
0 0]-1 -1 0 1
iv) En By = {us, uz, 11}
-1[{0 0 -1 1 1
Jo=FP71AP, = 0f1 1 con Po=| -1/2 1 =2
0l0 1 1 -1 0

14. Calcular la forma canénica de Jordan y una matriz de paso de las siguientes matrices

2030 K
0
0
-1

—— DD

00

o | SRS o 00
710020 W 20
001 2 0 2
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SOLUCION:
i)
2-2 0 3 0
0o o 2-a o |~
0 0 1 2-2
Luego tiene el autovalor A = 2 con multiplicidad 4

El subespacio propio asociado a A = 2, Ny = ker(A = 2[) es

0030\ [z 0 ST )
1003 z2| _ |0 rqa=10 T2=p
0000 |lzsl=lol & =n43za=0 T z:=
0010 T4 0 2= A

Una base de dicho subespacio es By,, = {(—3.0.0.1), (0,1,0,0)}.
Calculemos la dimension de Nj;.

0030\/0030 0000
o [re0 3| oal (006
A=2F=1o000lloooo|= o000
0010/\0o010 0000
0000
. 0060
dim Ny =4 — rang 0000 =4-1=3
000

Por lo tanto, la cadena de subespacios, en este caso, es Nja C Ny C N3 con
dim Nn = 2. dim Nn =3 y dim N33 =4,

Como dim Ni; = 4 entonces Ny; = R*.

Calculemos Ny

0000 £ 0
0060 Ta| _ 0 - 0
0000]]|z] |0 e
0000 Ty 0
Sea vy € N33 — Ny, por ejemplo, v; = (0,0,1,0),
003 0\ 0 3
1003 0 0
(A—2I)Ul=vz€Nn-Nn 0000 1 = 0 : v;=(3.0,0,l)
0010/)\0 1
0030)\/3 0
1003 0 6
0010)/\I 0

Como dim Ny; = 2 podemos elegir vy € Ny, linealmente independiente con vs, por
ejemplo vy = (-3,0,0,1).
En la base B* = {(0,0,1,0), (3,0,0,1), (0,6,0.0), (—3,0,0,1)} la matriz del endo-
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morfismo sera

2000
1200
J=lo1 20
0002
siendo J la forma candnica de Jordan de A,
Una matriz de paso puede ser
030 -3
006 0
F=l1%0 @
010 1
i)
2—-2 0 0 0
0 2-x 0 0|,

0 1 2-X 0
-1 1 0 2-2
El tinico autovalor es A = 2 de multiplicidad 4.
Calculamos la dimension del subespacio invariante asociado a 2.

0000
dim Nyz =4 — rang g ? g g =4-2=2
-1 100

Veamos cual es la dimensién de Ny, para ello calculamos (A — 271)?, es decir,

0000 0000 0000
0000 000O0)] |OO0OODO S T
0100 0100| ]oo0o0o0 G
-1100 -1 100 0000

La cadena de subespacios en este caso es Nj; C N3 = R con dimN;; = 2 y

dim Nn = 4.
Podemos elegir en este caso v, w € Nj/Ny;. linealmente independientes.
Calculamos Ny, g

0000\ [z 0

0000]||z]|_ |0 =>{x,=0
0100 zz| |0 2y +22=10
-1100/ \z 0

v=(0,1,0,0) y w = (1,1,0,0) son vectores linealmente independientes que no estan
en N;2. Por tanto, se tiene

(000 0) /0 (0
00O0O0 | 0
(A=2p=1 43 00]l0o|=|
\-1 100/ \0/ \1)
(000 0) /1 (0)
0000 1 0
(A=2De=1 4 100 ||o]|=|1
\-1100/\o/ \o/

La forma candnica sera entonces

Una matriz de paso P en la cual la forma candnica de Jordan es J puede ser
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P=

J es la matriz del endomorfismo en la base

B* = {(0,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0,0),(0,0,1,0)}.

15. Sea B = {e;, €3, €3, ¢4, 65} una base del espacio vectorial IR*. Sea [ un endomorfismo de
R® del que se conoce
3) f(ez) = —ea.
b) !(C; +C¢) = €3+C‘.
C) f(es) = 2es + € — €3
d) El polinomio caracteristico de [ tiene la raiz triple 2.
e) Las ecuaciones implicitas, respecto de la base B, del nicleo del endomorfismo [ — 21
(donde I es el endomorfismo identidad de IR®) son

i +ry+r3=0
1'3+1"=0
1'3=0

Calcular

i) la forma candnica de Jordan de [, asi como la matriz de [ respecto de la base B.
i) una matriz de paso.

SOLUCION:

i) f(ez) = —e; por tanto A = —1 es un autovalor de /.
f(es + eq) = €3 + €4 entonces A = 1 es un autovalor de f.
Como A = 2 es autovalor de multiplicidad 3 entonces 1 y —1 son autovalores simples.
Ademas, Ni; = ker(f —21) = L{e) — e2.¢) = €3 + €4}, por tanto, dim Ny; = 2 de

donde
200 00
120 00
J=1002 00
000 -10
000 01

Sea A = M([, B, B). Sabemos que

Sles) + fled) = es+ e
fler) = flea) = 2ey — 2¢;
J(er) = fles) + fleq) = 2e; — 263+ 2¢4

Como f(ey) = —e; => f(e;) = 2e; —2e;—e; = 2¢; — 3e3. Sumando la primera
y la tercera ecuacion y sustituyendo f(e;) obtenemos

2f(eq) = 2¢y — e3+ Jeq — 2¢; + 3ep = 3oy — €3 + 34

3 | 3
fleg) = 562 5 '2'Cz+ 564
fles) = s + e~ flea) = —ea + Ses—
3) = €3 T €4 €4)= 282 263 264
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Ademas, f(es) = e, — €3 + 2es, luego

2 0 0 0 1
-3 -1 =32 3/2 -1

A=| o0 o 32 <12 o
0 0 -1/2 3/2 0

0 0 0 o0 2

i) Nyz C Nyp. Como f(es) = 2e5 + €; — €3 entonces
c,-—c;:(f-?l)csef\'u = (f—2’)265=0 = CsENn.
Por tanto, como es ¢ Ny, se tiene que e5 € Ny — Nyz. Escogemos uy = e

u=(A=2Nu =(f-2l)es =¢;—e3 € Npz
Uy = (1,0,—1.1,0) € l\ru
que es linealmente independiente con u;.

ug =¢e3 € Ny y us = es + €4 € Ny, entonces J es la matriz de f en la base
B = {uy, ua, ua, uy, ug}, luego

o
]
Lol — B — B — B —
|
D ot D
[— B — B — N —
(=R — I — ]

L= — I —

16. De un endomorfismo | de R;[r] ={a+bz+cz? [ a,bc € R} se sabe
a) Tiene un inico subespacio invariante N = {p(x) € IRa[z] / p(z) no tiene término en z}.

b) Elinversode f es [' = — 2 ~3f — 3], siendo | el endomorfismo identidad de R;|[z).
¢) f(z) =1+ ar 4+ 2%, siendo a un nimero real fijo que debe determinarse,

Se pide
i) Hallar la matriz A de [ respecto de la base {1, z, z*}.

if) Encontrar la forma canénica de Jordan de la matriz A y la matriz de paso correspon-
diente.

-

SOLUCION:

i) Sea Ay el vinico autovalor de f, Ay ha de ser de multiplicidad tres y el polinomio
caracteristico de f, sera P(A) = (A~ Ag)3, entonces por el teorema de Cayley-Hamilton,
P(A)= (A= XI)}*=0.

I'=fof'=—f3-3f2-3fyentonces (f+/)*=0. Portanto, (A+ [)*=0.
En consecuencia, A\g = —1 y el subespacio N = N, _,.

-11 0
Comol,z2€ N = Ny, f(1) = =1y f(#*) = =22 Dedonde A = (0 a 0).
0 1 =1

TrA = -2+ a = -3 ya que A tiene A = —| como autovalor triple, por tanto
a = —1 siendo entonces
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-1 0 0
i) Sabemos que dim V, -, = 2 por tanto J = ( 1 -1 0 ) Calculamos una matriz
0 0 -1

P tal que J = P~'AP.
Ng.-] C Nz.-l con dinlNg'-| =3 = MN_j= R;[.r].
Sea u; ¢ Ny, = L{1,2?}, por ejemplo, u; = (0.1,0) = z. Entonces

010 0 1
u,=¢A+,)u,=(o ; o)(1 (o)
010 0 1

Sea uz € Nj - linealmente independiente con u;, por ejemplo, uz = (1,0,0).

011
Entonces, una matriz P puede ser P = ( 1 00 )
010

19, Sea B = {e1,€2,e3} una base de R* y A la matriz de un endomorfismo referida 2 dicha
base. En dicho endomorfismo, los subespacios

r—z=1

—ti=10
Wisz+y+z=10 HE{I y

1 .
estdn asociados respectivamente a los autovalores A = 1 y A = 5 Se pide

i) Forma candnica de Jordan.
ii) Calcular la matriz M = 2A* = TA 4 9A? = 5A + [.
iii) Caleular la matriz N = A= —4A™? 4+ 547" +41.

SOLUCION:

: 1 :
i) A =1 es un autovalor doble y dimNy; =2; A = 5 es un autovalor simple, por lo tanto

10 0
J=|01 0
00 1/2

il) El polinomio caracteristico de J, que es el mismo que el de A, es

la forma candnica de Jordan es

PO =-(A-1P(-3) =~ (¥ =2 +20-3).

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene

A -S54 AA-T=0 =2 =54+ i - A= 0=
= A —TAY 4042 544+ 1= 2424541444 1=0.

iii) Los autovalores de la matriz A~! son A = 1 doble y A = 2 simple y su forma canénica
de Jordan es
100
,= ( 010 )
002

Su polinomio caracteristico es P(A) = —(A* = 4A? 4+ 5) - 2),
AP —dA 454 —2A =0 = A —dA +5A7 +41 =61
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21. Sea f:IR* — IR® un endomorfismo y A su matriz asociada. Se sabe que una base del
niicleo del endomorfismo, cuya matriz asociada es A — | estd constituida por los vectores
(1,1,0) y (1,0,1) y que en el endomorfismo dado por A la imagen del vector (0,2,1) es el
vector (1,1,0). Se pide

i) Autovalores y subespacios invariantes de f.
if) Forma candnica de Jordan y matriz de paso.
iii) Clasificar dicho endomorfismo.

iv) Obtener los subespacios invariantes de A™.

v) Hallar A y A™.

SOLUCION:

i) Al ser, f(1,1,0) = (1,1,0) y f(1,0,1) = (1,0,1), esos vectores son vectores propios
asociados al autovalor A = 1.
Ademas éxisten dos vectores con la misma imagen

f(1,1,0)
f(0,2,1)

8:::8; } = j(l‘l'O)—f(0,2,l)=f(l,—l,-l)=(0,0,0)

lo cual quiere decir que (1,—1,—1) es un vector propio asociado al autovalor A = 0.
Los autovalores son A = 0, simple y A = 1, doble. Los subespacios invariantes son

Ny = L{(1,-1,-1)} y Ny = L{(1,1,0),(1,0,1)}.

100
it) f es diagonalizable. Una posible forma canénica de Jordan es J = ( 010 ) y una

000
1 2 .
11 1 3 3 3
matrizdepasopuedeserP:(l 0 -1 ).siendoenloncesP“= :1; -% §
01 -1 i
3 3 9

iii) El endomorfismo no es inyectivo puesto que A = ( es un autovalor y como consecuencia
tampoco es sobreyectivo.
iv) Los subespacios invariantes de A™ son los mismos que los de A.

g3 L ENL 00y P 8
v)A=PJP“=§ 10-1]]010]|]|1 -1 2]|=
0 L =1y'W0I\1 =1l =1

1 0 0
A" = PJ"P~'. Como J* = (0 1" 0) = J entonces A" = PJP~! = A,

|
R

O] ol =
|
Wl DI

0 0 0
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26. Calcular e en los siguientes casos

0
A0 0 X
i)A'-‘ 0 . 0 € Muxn ll)A: 0
0 0 A
0
A0 00
1 A 0 8
IIi)A: ........... EMnxn
0 .0
00 1 A
SOLUCION:

i) Si A= A, entonces

.......

1 1
7, PR | S = c SR I e,
eA=¢ -l..+AI..+2!(»\I..) - +K!(M") +

) s MK
=In+A]n+ﬁIn+"'+mIn+'“
A
K by
=(1+A+---+%+---)l..=c*l =10 e
0 et
00 0 0
10 0 0
i) Sid=]0 1 0 0| entonces
00 1 0
00 ---00°0 0 0
00 --000 00
A=|10--00 0}, A= : ; A"=0
00100 10
Al ser A nilpotente de orden n, se tiene que
1 1 1
’ O Foug goidoagy e R agey
e -l+A+2!A +3!A +: +(n-—l)!A
(0 0 -+ 0 0 0) ; 5
00 --00 ‘1’0"'°°° : 5.
T LRl L P - B
....................... 1
00-+-10
1)
[0 0 - 5 00 (r=1)
[ | ]
1
1 1
1 1
2 1!
1 1 X 1
(n=2)! (n-3)! 1!
1 1 1 l 1
\(n=1)! (n=2)! (n-3)! 1! ]
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00 --00
iii) Sea A=\, + B con B= } Y209 entonces eA = eMneP = e*e®, es decir,
00--10
( & 0 0 0)
A
s e 0 0
oA = 1!
e et &
G- -2 )

iv)
luego

Calculamos ?

TR s P TN s T Y e Y
B‘(-b o)'B‘(o -b’)‘B'(b’ 0 )8 =\o &)

Por tanto
10 0 b\ 1/ 0 1 /0 -8\ 1 [ 0
- 2 2 &
. ‘(o 1)*(-5 o)*z!(o —b’)+3'(b’ o)*qa(o v)*
[ I
i l—'2—!+a+ b §T+§i+ _( cosh senb
T A ¥ ~ \—senb cosb
T el 0 e
Entonces e = ¢° cosb senb
—senb cosbh

27. Dadas las matrices

Se pide
i) Hallar e* y ¢®.
if) Calcular e** y P

SOLUCION:
: LKl 5 2 0
l) A= (—oi-lJ—:),sxendoJ; = (—2)}' Jp= ( 1 2 )

Se tiene que

con

Matematicas |. Ingenieria en Sistemas Industriales

pdg. 20



Tema 12. Forma canonica de Jordan

Por tanto
e? 0 0
eA=]10 & 0
0 e ¢
Analogamente
1 0 0 e 00
=211t 1 0]=|& &0
1/2' 11! 1 /2 ¢ &
i)
c-z«l
At (2 o)'
1 2
€
(2 o)‘
1 2 1 0 e 0
‘ =g (t/l! l) & (tc" e“)
Por tanto,
e 0 0
c"-— 0 et 0
0 ftz‘ c?(
Anélogamente

1 0 0 & 000
Tl L =] 1 & 0
22! /1! 1 eM(12/2) te®

PROBLEMAS PROPUESTOS

3. Sea f: IR* — R un endomorfismo que admite por vectores propios a (0,1,-2), (1,0,4)
y(1,0,—2). Sabiendo que f(0,1,0) es(2,1,2) hallar los autovalores del endomorfismo f.

5. Estudiar si son semejantes las matrices

4 2 0
0 10 -2 1
8 R 11 0
3 0

2
0
1
1

- oo

1 0
5 1
12 6
9 7

OO0 O -

6. Calcular el polinomio caractenistico, utilizando los menores principales de la matriz

-4 0 -4 11
-6 3 -3 9
A §1 § =7

-11 -1 5
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14. Calcular Ja forma canénica de Jordan y la matriz de paso de las siguientes matrices

50 4 (01 00
i)jlao2 0 )]
5 1 02 -20
\6 6 -3 4
2 0 1 2 (—4 0 -4 11
i) -1 3 0 =1 W) -6 3 -3 9
7| 2% 4 B8 Y1 50 5 -7
G V=10 =1 5
15, Estudiar para qué valores de los pardmetras a y b, la matriz
5 00
A= 0 =1 b
3 0 a
es diagonalizable, calculando
i) Forma candnica de Jordan y la matriz de paso para los valoresa = —1 y b= -1,
ii} Forma candnica de Jordan y matriz de paso para a = 1 y b = 10. Calcular en este caso
A1
110
16. DadilamatrizA=| 0 2 0 | calcular
-2 13
i) A®,
ii) Subespacios invariantes de A™.
iii) A3,

123
25. Dadas las matrices A = ( (]) ! ) yB=|2 1 3 |. Sepide
: 330

i) Encontrar la forma candnica de Jordan asociada a cada una de ellas.

ii) Calcular e y €5,
26. Calcular e** en los siguientes casos
3 00
A=]0 135
0 -5 1

10 4 13
A= 5 3 7
-9 -4 -12
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